Introduction

Soit A la fractalite de la suite. On pose les fonctions suivantes :

o:N* > N,n > An
et

Vv:N* > Nn—>n+E n—l =E k=l
A—1 A—1

ou E(x) designe la partie entiere de x.

On dit alors que la suite (un) est fractale de fractalite \ si et seulement si
n=1

VneN", u=u
n ol
cash=2:

Par definition, on a

©o:n—2n

et

y:n—2-n-1

d'ou

Vne N, U =u,  Su, U= S
(demonstration par recurrence immeédiate)

On voitdonc que si A=2, la suite est constante donc U,
=u, et la suite est bien periodique.

Théoréme

Toute suite fractale (u ) de fractalité A, non-constante, telle que . +# u, _, est
n

1
non-périodique.

Démonstration



* On se propose de montrer tout d'abord que
(u ) periodique a partir d'un certain rang < (u ) periodique
n n

Preuve :
L'implication de droite a gauche est évidente.
Supposons (u ) périodique a partir d'un certain rang. Notons T > 0 cette période. Par
n
definition on a :

EINE[N*,Vn >N, VkeNu =u
n

n+kT
Soitn € N
Comme @ est strictement croissante a valeurs dans N, il existe < € Ntel que n'= ¢ ~ (n)
>N
et alors pour toutk € N,
U =u =u =u

n % (n) n'  n'+kT

oC
En particulier,si on prendk=A k' aveck'€ N, on obtient

u —u =Uu , =Uu
no @< (n) +ox(kT) ¢ * (ntkT) Tp4kT

( par linearite de o)
On a ainsi prouver l'implication reciproque.

« Montrons que la suite n'est pas périodique.

La démonstration se fait en plusieurs étapes.
k

1. Yue{l,;T—-1}YkEN, T+u\

En effet,

k k
Tlu-h =3k N,T-k'=u-\

donc

%k
VneN, u =u =u =u

ntuoh(n+u) lk-n + Xk-u lk-n +KT An



Et donc on en deduit que (un) est periodique de periodeu < T,

ce qui est absurde puisqu'on a suppose T la periode.
Par consequent, l'assertion est bien prouvee.

k k+1
2. On regarde le reste de la division euclidienne de A etdeA  par T:

k
VkE[N,EIaE[N,K=a-T—I—rk 01)0<rk<T—1

et donc en multipliant par A, on obtient

k+1
A =haT+ 7vrk

Mais d'autre part, on a aussi

k+1 .
VkeN Ja'eN, A =a'-T—i—rk 0u0<rk+1<T—1

+1

Donc en faisant la différence on obtient que

O=(a —a-?»)-T—i—rkJrl -
=7, =hn 1T

Pour tout k, le reste prend sa valeur dans {1;...; T — 1}. La suite des restes prend, de fait,
un nombre fini de valeurs une infinité de fois.

DoncIKEN',IkEN, r=r 4

. K
Par conséquent, 1, =r, =\ T [T]

= (" =1) =0 [7]

3. On montre alors que V k € [N*, rA T=1

Eneffet,sip € N, p Srk< T,



p|T Ju'<T p-u'=T
= . < B
p|rk uSr,pusr,

Etd'autre part, en reprenant la formule de la division euclidienne,

k
A=aT+ r

+u)-T
k
= Tlu"A

' k ' ' ' k ' ' ' k '
= u'-A =ua-T+u"r = u A =u"a-T+u"pu = u-A=(u"a

Donc d'apres ce qui precede, on a necessairement u' =T, ce qui implique que p =1

D'ou
r NT=1
k

ie.

K
TIA -1

K
4. Et par I'absurde on voit que A - 1 ne peut pas étre un multiple de la période.

K ;. . .
On se propose de voir que (7» —1 ) multiple de la periode implique que u =u

A—1
Par contraposee on aura donc u Fu, = (u ) non periodique.

Supposons donc u *u

Pour ce faire, on va appliquer successivement a l'indice de u | les fonctions suivantes -

WZO(pK—l

r . K
puis on retranche le multiple de la periode . — 1
nk=2 -1 ,
et on applique ((p ) oy o@ pouraboutir au resultat.



Remarquons que K > 1 carK=1=T|A—1

et alors

R M,
U} cp(l)  w  T(d)

ce qui est contraire a notre hypothese.

=u =u
26 —2 A—1

Par conséquent,

oK1 —1)=n" -2

\I1<7¥K‘ KK—I) —E{ x“l - AK— 1

—1 r—1
K+1 K+1 K+1
P s Ry o ) S (e WS T (R SR
r—1 A—1  A—1 A—1
AT 2
—1
K+1 K+1 K
A S Y B SRR S B U P )
A—1 A—1 A—1
(o)
r—1
G aGE T e ) AT
(P =
r—1 r—1
K—1
w—l A —1]_75(2
A—1

On est parti de \ — 1, auquel on a appliqué des fonctions ne modifiant pas la valeur de u



Par conséequent, on obtient que

u =u
I A1

et la suite n'est pas periodique, ce qui acheve cette partie de la demonstration.

Notons qu'on s'est servi de l'egalite suivante
k+1 ’ g
Yo (pk( A—1)=N  —1 quiestimmédiate.
En particulier, dans le cas de la suite du 1ézard comme u, + u, (sinon la suite est

constante) on a la suite du 1ézard qui est bien non-périodique.

Lambert Rosique.



