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21 JANVIER 2013 :

Présentation des différents themes
Choix du theme : Coloriage des cartes

28 JANVIER 2013 :

Problématique : On cherche a déterminer le nombre de couleurs minimum nécessaire
pour pouvoir colorier des cartes géographiques.
On impose des conditions pour les cartes :

- On considere les océans comme un pays donc ils vont utiliser une couleur.

- 2 pays ayant une frontiere commune doivent avoir 2 couleurs différentes.

4 FEVRIER 2013 :

Conjecture n°1 : On peut utiliser une seule couleur.
Contre-exemple :

Dans ce cas-la, on 3 pays. Pour les colorier, on
a besoin donc de 2 couleurs étant donné que 2
pays ont une frontiere en commune. Ces pays
ne peuvent étre colorés de la méme couleur.

Conjecture n°2 : On peut utiliser une couleur par pays.
Contre-exemple : Amérique du Nord.
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Ici, on a affaire a 3 pays. On peut utiliser que 2 couleurs pour pouvoir colorier le Canada, les
Etats-Unis et le Mexique. Etant donné que le Canda et les Etats-Unis ont une frontiére en
commune, ces 2 pays doivent avoir 2 couleurs différentes. Il en est de méme pour les Etats-
Unis et le Mexique. Cependant, le Canada et le Mexique n’ont pas de frontiere commune, donc
on peut utiliser la méme couleur pour ces 2 pays.




On cherche a imposer certaines conditions de nos cartes afin de trouver un moyen de
déterminer le nombre minimal de couleur nécessaire afin de colorier ces cartes. Ces
conditions sont :

e Frontieres d'un seul tenant

e Pasd’enclave

e Pas de territoire d’outre-mer

e On ne considere que des points triples, c'est-a-dire qu'un point ne peut étre

entouré qu’au maximum par 3 pays.

On cherche a faire des exemples de cartes avec 3, 4 et plus de pays. Pour cela, on raisonne
sur le nombre de points triples que la carte comporte.

Disposition avec 3 pays:

On commence par les cartes ne comportant que 3 pays. Dans ce cas, on peut avoir au
maximum qu’un seul point triple.
Un point triple est représenté par un cercle rouge.

0 point triple = 2 couleurs 1 point triple = 3 couleurs

Disposition avec 4 pays :

0 point triple = 2 couleurs 1 point triple = 3 couleurs

2 points triples = 3 couleurs 3 points triples = 4 couleurs

4 points triples = 4 couleurs




Avec 4 pays, on peut au maximum réaliser 4 points triples.

Disposition avec 5 pays :

SHEES

0 point triple = 2 couleurs
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1 point triple = 3 couleurs

11 FEVRIER 2013 :

On réaliste la suite de ceux qu’on avait commencé le 4 février, c'est-a-dire qu'on cherche
le nombre minimum de couleurs nécessaires qu’on fixe le nombre de pays et qu’'on fait
varier le nombre de points triples présents sur la carte.

Disposition avec 5 pays :
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3 points triples = 3 ou 4 couleurs
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4 points triples = 3 ou 4 couleurs
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5 points triples = 4 couleurs

6 points triples = 4 couleurs

Disposition avec 6 pays :

0 point triple = 2 couleurs 1 point triple = 3 couleurs

2 points triples = 3 couleurs
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3 points triples = 3 ou 4 couleurs
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4 points triples = 3 ou 4 couleurs




5 points triples = 3 ou 4 couleurs

6 points triples = 3 ou 4 couleurs

7 points triples = 4 couleurs

8 points triples = 4 couleurs

Hypothese : Selon nos observations, a partir d'un modéle qui respectent nos conditions
(c'est-a-dire un modele ne contenant qu’au maximum des points triples), 4 couleurs
permettraient de compléter tous les modeéles de cartes selon nos conditions.




18 FEVRIER 2013 :

Objectif : Trouver une relation entre le nombre de couleurs et le nombre de points triples
Hypothese : S'il n’y a pas de point triples, alors 2 couleurs suffisent pour colorier une
carte.

Exemple du damier : Dans le cas d’'un damier carré, on peut le répéter a l'infini. 2 couleurs
suffisent pour colorier ce damier

Influence des points quadruples :

Selon les conditions que I'on impose a la carte, le nombre de couleurs minium pour a
utiliser pour colorier la carte sera différent.

Si on considére 2 pays ayant un point en commun, on suppose que ce point ne permet pas
de définir une frontiere commune entre ces 2 pays. Pour un modeéle a damier (modele 1),

on utilisera 2 couleurs.

Modeéle 1

Si on considére que 2 pays ayant un point en commun ont donc une frontiere en commune
(modele 2), alors dans un modeéle a damier, on utilisera 4 couleurs
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Modéle 2




Modeéle du damier hexagonal (« carrelage provencal »):

On cherche a déterminer le nombre de couleur nécessaire pour colorier un damier
composé uniquement d’hexagones.
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On doit utiliser 3 couleurs pour colorier ce motif a damier.

4 MARS 2013 :

On veut savoir 'influence sur le nombre de couleurs si on supprime une frontiére.

Pour cela, on choisit une carte que laquelle on décide de supprimer une frontiere de
maniére aléatoire. On souhaite savoir si cela change le nombre de couleurs nécessaires.
Dans un second temps, on remet en place la frontiére supprimée. On étudie alors le
nombre de couleurs nécessaires dans ce cas-la.

Exemple sur le damier hexagonal : Quelle sera la conséquence de la suppression d’'un
segment d’un des hexagones ?

i

Dans ce cas précis, la suppression d’une des arétes d’un des hexagones de ce modeéle provoque
l'utilisation d’une 4¢me couleur.

Hypothese : On a n pays avec x frontiéres. Si on a x-1 frontieres pour n couleurs, on peut
colorier avec n-1 couleurs. Si on repasse a x frontieres, on peut rester a n-1 couleurs
jusqu’a un minimum donné par le point commun entre les pays. Ceci est vrai pour un
modele en damier. »

Il s’agit d’'une hypotheése totalement fausse.




11 MARS 2013:

On a effectué des recherches sur internet afin de pouvoir avancer sur notre theme.
Il existe une corrélation entre les cartes géographiques et les graphes planaires.

Proposition 1 : 6 couleurs suffisent pour colorier une carte quelconque.

Proposition 2 : Si dans toute carte, il existe au moins 1 pays avec n pays voisins
maximum, alors n+1 suffiraient.

On considéere une carte comme un graphe planaire donc n pays = n +1 frontieres (faux)
Y degn pays = 2n frontieres

18 MARS 2013
Passage d’une carte a un graphe planaire :

Un graphe est dit « planaire » quand il peut étre tracé sur un plan sans que ses arétes ne
se croisent.

La carte est uniquement considérée sur un plan.

Un pays est une région d’'un seul morceau.

Une frontiére est une longueur finie non nulle. C’est une ligne continue, ce qui exclu les

points frontieéres.

1 pays 1 face
1 frontiére 1 aréte

Exemple d’'un passage d’une carte a un graphe
Soit une carte géographique sur la figure ci-dessous :

Carte 1




Le graphe qui correspondrait aura la forme :

(’-’h} L3t - é

Graphe 1
La carte dessinée est un graphe planaire car on peut la dessiner sans aucune aréte qui se
croise.
On a affaire ici a a un graphe connexe. 2 sommets quelconques sont reliés par une suite
d’arétes consécutives.

Formule d’Euler :
Soit un graphe avec s sommets, a arétes et f faces : |s —a+f= 2|

Exemple : Le graphe ci-dessus (graphe 1) qui posséde 10 sommets, 16 arétes et 8 faces.
Doncs —a+ f =10 — 16 + 8 = 2 = La formule s’applique bien.

25 MARS 2013 :

Passage d’'une carte géographique a un graphe planaire :
Par rapport aux définitons posés le 18 mars, on a corrigé 2 choses:
e Chaque pays dans une carte est représenté par un sommet sur un graphe.
e Chaque frontiere entre 2 pays dans une carte est représentée par 1 aréte entre les
2 sommets correspondants a ces pays.

Exemple :

Superposition entre la carte géographique (en bleu) et le graphe (en noir)




Le graphe obtenu sur la figure précédente suit-il la formule d’Euler ?
Ce graphe a donc 7 sommets, 11 arétes et 6 faces.
s-a+f=7—-11 + 6 = 2= Cegraphe suit bien la formule d’Euler.

Début de la démonstration de la formule d’Euler :

On fait une démonstration au niveau du nombre d’arétes.

Sionan =0 aréte, alors on a une face et 1 sommet (graphe ci-dessous).
=>s—a+f=1-0+4+1=2

La formule est donc vérifiée pour 0 aréte.

©

Graphe ayant 0 aréte

On cherche dans un second temps a démontrer que la formule d’Euler est vraie quand on
passe a a+1 arétes.

SAVRIL2013:

Définition d’'un graphe planaire : 1l s’agit un graphe qui peut se représenter sur
un plan sans qu’aucune aréte ne se croise. S'il existe un seul moyen de dessiner un graphe
sans qu’une seule aréte ne se croise alors d'’il agira s'un graphe planaire.

Exemple 1 : le graphique K4
Ce graphique est nommé ainsi car il posséde 4 sommets. Chaque sommet de ce graphe est

relié a tous les autres sommets. Il s’agit du graphe complet a 4 sommets. Il s’agit d’'un graphe
planaire car il existe une maniere de le représenter sans que ses arétes ne se croisent.

-

10



Exemple 2 : Le graphe ci-dessous est un graphe planaire.

Exemple 3 : Le graphe K5 (graphique complet a 5 sommets) n’est pas un graphe planaire. Il
n’existe pas de facon de le dessiner sans que les arétes ne se croisent pas.

Graphe K5

Une face est un cycle de 3 arétes minimum ne contenant ni sommet ni aréte.
De plus, le contour extérieur d’'un graphe et par convention une face infinie ou appelé face
extérieure.

“——— Face infinie

1 face

11



Un graphe est dit connexe si 2 sommets quelconque admettent au moins une chaine qui
les relie (il n’y a pas de sommet isolé).

Exemple 1 : Le graphe K4 est un graphe connexe car il existe toujours une chaine pour relier
2 sommets de ce graphe.

-

Graphe K4

Exemple 2 : Le graphe ci-dessous n’est pas un graphe connexe car on ne peut avoir une
chaine entre les 2 composantes de ce graphe.

Graphe non connexe

Formule d’Euler :
Siun graphe planaire connexe posséde s sommets, a arétes et f faces, alors le graphe

suit la formule suivante : (s —a + f = 2|

Exemples :

Graphe avec 1 sommet, 0 aréte et 1 face
s—a+f=1-0+1=2

Graphe avec 2 sommets, 1 aréte et 1 face
s—a+f=2-1+1=2

12
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Graphe avec 3 sommets, 3 arétes et 2 faces
s—a+f=3-3+2=2

Graphe avec 4 sommets, 6 arétes et 4 faces
s—a+f=4—-6+4=2

Graphe avec 5 sommets, 7 arétes et 4 faces
s—a+f=5-7+4=2

13



Démonstration de la formule d’Euler :
On effectue une démonstration par récurrence au niveau du nombre de sommets.

Graphe a 1 sommet :

Pour un graphe planaire connexe avec 1 sommet, on a 0 aréte et 1 face doncs —a+ f =
1-0+1=2.

= La formule d’Euler est démontrée pour un graphe planaire connexe a 1 sommet.

Passage de 2 a 1 sommets :

Soit un graphe planaire connexe a 2 sommets.

Ce graphe possede 1 aréte et 1 face.
>s—a+f=2-1+1=2

Ce graphe respecte la formule d’Euler.

La suppression d'un sommet quelconque de ce
graphe entraine la suppression de l'aréte. On en
revient au cas du graphe planaire connexe a 1
sommet. Or on sait que ce graphe suit la formule

d’Euler.

Passage de 3 a 2 sommets :
Soit un graphe planaire connexe a 3 sommets. On a affaire a 2 cas.

Cas 1: Le graphe posséde 3 arétes et 2 faces.
=>s—a+f=3-3+2=2

Ce graphe respecte la formule d’Euler.

La suppression d’'un sommet quelconque de
ce graphe entraine la suppression de 2
arétes et d’'une face.

On en revient au cas du graphe planaire
connexe a 2 sommets. Or on sait que ce
graphe suit la formule d’Euler.

Cas 2 : Le graphe possede 2 arétes et 1 face.
=>s—a+f=3-2+1=2

Ce graphe respecte la formule d’Euler.

* La suppression du sommet 1 ou du sommet
2 de ce graphe entraine la suppression d’'une
aréte. On en revient au cas du graphe planaire
connexe a 2 sommets. Or on sait que ce graphe
suit la formule d’Euler.

* La suppression du sommet 2 pose probléme.
Cela entraine la suppression de 2 arétes. En conséquence, le graphe obtenu n’est plus
connexe. Ce graphe ne répond donc pas a I'énoncé de la formule d’Euler qui nécessite un
graphe connexe.

Passage de 4 a 3 sommets :
Soit un graphe planaire connexe a 3 sommets. On a affaire a 2 cas.

14



Cas 1: Soit le graphe K4.

C’est un graphe avec 4 sommets, 6 arétes et 4 faces.
>s—a+f=4—-6+4=2

Ce graphe respecte la formule d’Euler.

La suppression d’'un sommet quelconque de ce graphe
entraine la suppression de 3 arétes et de 2 faces. ,
On en revient au cas du graphe planaire connexe a 3
sommets. Or on sait que ce graphe suit la formule .

d’Euler. \/ /

Cas 2 : Soit le graphe ci-contre.

C’est un graphe avec 4 sommets, 4 arétes
et 2 faces.

>s—a+f=4—-4+2=72

Ce graphe respecte la formule d’Euler.

* La suppression du sommet 4 de ce
graphe entraine la suppression d'une
aréte. On en revient au cas du graphe
planaire connexe a 3 sommets. Or on sait
que ce graphe suit la formule d’Euler.

* La suppression du sommet 1 ou du sommet 2 de ce graphe entraine la suppression de
2 arétes et d'une face. On en revient au cas du graphe planaire connexe a 3 sommets. Or
on sait que ce graphe suit la formule d’Euler.

* La suppression du sommet 3 pose probléme. Cela entraine la suppression de 3 arétes.
En conséquence, le graphe obtenu n’est plus connexe. Ce graphe ne répond donc pas a
I’énoncé de la formule d’Euler qui nécessite un graphe connexe.

22 AVRIL 2013

Démonstration de la formule d’Euler

Cas d’un arbre:

Un arbre est un graphe planaire particulier. Il s’agit d'un graphe planaire connexe ouiln’y
a qu’une seule face.

Il existe une relation entre le nombre de sommets et le nombre d’arétes. Pour n sommets,
il an-1 arétes.

Passage de s a s-1 sommets :
Considérons un graphe type «arbre » avec s sommets, 1 face et a arétes.

On considere un graphe G de type arbre avec s sommets, a arétes et f = 1 face. On suppose
que ce graphe suit la formule d’Euler.
>s—at+f=2

15



Exemple d'un arbre avec 16 sommets

On ne peut supprimer que les sommets extérieurs, c'est-a-dire les sommets de degré 1
d’ou ne partent qu'une seule aréte. Si on supprime les autres sommets, on obtiendra un
graphe non connexe et donc ne répondant plus a la formule de Euler.

On appelle graphe G’ le graphe G avec un sommet en moins. Ce graphe a s’ sommets, a’
arétes et f’ faces.

Si on supprime un sommet de degré 1, on supprime donc qu’'une seule aréte et le nombre
de face reste inchangé.

s'—a' +f = (-D-(a-D+f
= s—a+f
2

La formule d’Euler est donc prouvée pour tout arbre quelconque. Néanmoins cela ne suffit
pas a prouver que cette formule est vraie pour tous les graphes planaires connexes.

Il faut donc réussir a démontrer que tout graphe planaire connexe peut étre dessiné a
partir d'un arbre par simple ajout d’arétes.

29 AVRIL 2013 :

Suite de la démonstration de la formule d’Euler :
Passage d’une face a 2 faces :
On considere un graphe G de type arbre avec s sommets, a arétes et 1 face. On suppose
que ce graphe suit la formule d’Euler.
-s—a+f=2

Soitun graphe G’ auquel on ajoute une aréte rejoignant 2 sommets quelconques du graphe
G. Cette aréte ne doit pas croiser une autre aréte. On obtient un graphe planaire connexe.

16



Le graphe G’ aura donc s’ = s sommets, a’ = a+1 arétes et f’ = f+1 faces car la nouvelle aréte
permet de définir une nouvelle face.

s'"—ad'+f = s—(a+1D)+(f+1)
= s—a+tf
= 2

Le graphe G’ suit donc la formule d’Euler. On a montré que la formule d’Euler est valable
pour tout arbre.

Passage d’'un arbre a un graphe planaire quelconque :

Afin de démontrer la formule d’Euler pour tout graphe planaire connexe, il faut montrer
que tout graphe planaire connexe peut étre issu d'un arbre, qui est un graphe planaire
connexe particulier.

Quelques définitions :
< Chemin: il s’agit d’'une succession d’arcs parcourus dans le méme sens.
< Circuit : on parle de circuit quand un chemin revient a son point de départ

Lemme : Tout circuit connexe peut s’obtenir en ajoutant un certain nombre d’arétes a
un arbre ayant le méme nombre de sommet

On fait une démonstration par récurrence au niveau du nombre de circuit qu'on appelle
n.

A n= 0, nous avons un arbre. L’arbre est donc un graphe planaire connexe donc la formule
d’Euler est vérifiée.

On suppose que le résultat établit pour tous les graphes connexes ayant au plus n circuit.
Soit un graphe connexe G ayant n+1 circuit, on considére le graphe G’ obtenu en enlevant
une aréte a I'un des circuits donc G’ est un graphe connexe ayant n circuit. Comme on
enléve une aréte d’un circuit on enleve 1 seul circuit or les circuits de G’ appartiennent a
G donc on a strictement moins de circuits dans G’.
Selonl'aréte supprimée, on peut supprimer plus d’un circuit car cette aréte appartiendrait
a plusieurs circuits.
On considére 2 sommets S et S’ appartenant a G ces sommets étant reliés par une aréte.
Ces 2 sommets se retrouvent dans G’.
2 cas possibles :
+ Si l'aréte supprimée ne passe pas par le circuit entre ces deux sommets il existe
donc dans G et a fortiori dans G’ un chemin reliant Sa S’
4 Si l'aréte supprimée se trouve entre S et S, il existe un chemin reliant S et S’ dans
G’ ne passant pas par cette aréte — G’ est encore connexe
Donc par récurrence, le graphe G’ peut s’obtenir a partir d’'un arbre auquel on rajoute un
certain nombre d’arétes et de G’ on retrouve G par simple ajout d'une aréte.

Donc tout graphe planaire connexe peut s’obtenir a partir d’'un arbre.

Or nous avions vu plus haut que la formule d’Euler était vraie pour un arbre quelconque
elle est donc vraie pour tout graphe planaire connexe.

17



7 MA12013:

Application aux cartes de géographie :
Une carte de géographie peut étre assimilée a un graphe planaire :

+ On considere les océans comme un pays.

+ Tout d’abord, il est connexe car tous les sommets de la carte (les pays) sont reliés
par des arétes.

+ La cartes peut se dessiner sans croisement d’arétes car cela signifierait que s’il
existe un point de croisement entre deux frontiéres sur la carte, c’est-a-dire un point ou
se rencontrent 4 pays possibles si un point peut étre réduit a une frontiere, ce qui d’apres
nos conditions est impossible.

Essayons de prouver qu’une carte posséde un sommet d’ou part au plus 5
arétes.
Définissons tout d’abord le terme de « degré d’'un sommet » : c’est le nombre d’arétes qui
partent ou qui arrive a un sommet (notre graphe n’étant pas orienté, cela revient au
méme).

Tentons de raisonner par I'absurde en supposant qu’il existe un sommet d’ou part 6
arétes :

» Soit fa le nombre de faces bordées par a arétes (on parle de a-faces)

» Soit nale nombre de sommet de degré a

Une face est bordée au minimum par trois arétes soit f le nombre total de face
f=hthtfs+fe.. (1)
Chaque sommet a au moins un degré égal a 6 donc le nombre total de sommet
n=n6+n7+n8.. (2)
Chaque aréte contribue pour 1 unité au degré de 2 sommets étant donné qu’'une aréte
relie 2 sommets par définition soit le nombre total d’aréte
a' = 6n6+ 7n7 + 8n8 .... (3)
On compte les faces bordées par chaque arétes a chaque fois il y a 2 faces par arétes donc
2a’ faces. Néanmoins on a compté a fois a-faces on a donc compté a X a-faces donc le
décompte total des faces donne
2a’' = 3f3+4f4+5f5...(4)
Calculons (4) -3 x (1) :
2a' =3f =(3f3+4f4+5f5..) —-3(f3+f4+f5...)
On obtient en simplifiant 2a’ — 3f >0
D’ou 2a’ = 3f
Calculons (4) - 6 x (2):
2a' —6n = (3f3+4f4+5f5..) —6(n6 +n7 +n8..)
On obtient en simplifiant 2a’ — 6n > 0
D'oua’ = 3n
En se servant des deux derniers résultats on a:
2’ +a' =23f+3n
Doua" = f+n
Or d’apres la formule d’Euler f —a’ +s =2 donc f + n = a’ + 2, nous avons donc une
contradiction.
Nous pouvons ainsi conclure qu'’il existe dans un carte de géographie un sommet d’ou
parte au plus 5 arétes.

18



Nombre chromatique d'un graphe

« Ce concept remonte a la célebre conjecture de Guthrie (1852) relatif au coloriage des
cartes géographiques ala Société Mathématique de Londres et rappelé en 1872 par Cayley
: il suffirait de quatre couleurs pour que, quelle que soit la configuration géopolitique,
deux pays ayant une frontiere commune soient de couleurs différentes. »

On appelle nombre chromatique d'un graphe le nombre minimal de couleurs a utiliser
afin que chaque sommet du graphe soit colorié de sorte que deux sommets adjacents
soient de couleurs différentes.

Il existe 3 propriétés découlant de cette conjecture :
* Le nombre chromatique d'un graphe complet est égal au nombre de ses sommets
(c'est a dire I'ordre du graphe).
* Siun graphe G contient un sous-graphe complet G', alors le nombre chromatique de G
est au moins égal a I'ordre chromatique de G'.
* Le nombre chromatique d'un graphe est au plus égal a k + 1, k désignant le plus haut
degré des sommets.

Appliquons cette derniere propriété a la démonstration faites ci-dessus comme nous
I'avons prouvé le plus haut degré d’'une carte de géographie est 5 donc le nombre
chromatique d’une carte est 6.

NOUS POUVONS AINSI CONCLURE QUE
6 COULEURS SUFFISENT A COLORIER
N’IMPORTE QUELLE CARTE DE
GEOGRAPHIE.

19


http://serge.mehl.free.fr/chrono/Cayley.html#4c
http://serge.mehl.free.fr/chrono/Cayley.html

CONCLUSION

A travers de ce projet de Maths en JEANS, on a démontré que pour

colorier n'importe quelle carte avec 6 couleurs.

Il existe des démonstrations permettant de prouver que 5 couleurs
suffisent a colorier une carte mais nous n’en traiteront pas par souci de
temps. De plus, il existe également un théoréme intitulé théoreme des 4
couleurs mais celui-ci bien qu’étant admis n’a pas pu étre formellement

démontré sans ordinateur.

Ce probléme du coloriage des cartes nous a permis d’aborder la théorie
des graphes et toutes les formules principales qui s’y rattachent. Cependant
la théorie des graphes est vaste et il reste encore beaucoup de points non

traités notamment les graphes non connexes ou l'orientation des graphes.
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