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CODES CORRECTEURS D'ERREURS

Partant d'un alphabet binaire, il peut savérer plus pratique de représenter les donrées issues
d'ure source binaire par des ymboles g-aires, surtout lorsque g est une puissance de 2. Un
symbadle g-aire mrresponda aun mot congtitué de q éléments binaires. On considérera dans
tout cequi suit que I'alphabet de référence utili sé pour la cnstruction ducode et un aphabet
de taille g.

Le principe de cnstruction d'un code @rredeur derreurs systématique (dorc détedeur
d'erreurs) consiste a gouter aux mots constitués de m ééments g-aires dinformation
a,a,..-a,,, K ééments g-aires de ontrdle (ou de redondance a,,,...a,. déterminés par le
biais d'ure fonction W des m édéments g-aires dinformation, définie ai prédable.La
longueur d'unmot code est alors N =m+ k. Pour vérifier qu'unmot requ aa,...a,.a,,,...a,,,
appartient au code, on applique lafonction W a a,a,...a,: on oldient &' ,,,...a',,,«. Ensuite on
compare cdte grandeur aux €léments g-aires effedivement requs a,,...a,,- Sil y a

coincidence entre ces deux grandeurs, le mot requ est un mot code; Sinon, on détede une
erreur (puisque le mot recu n'est pas un mot code, il ne peut avoir été émis).

Apreés avoir introdut quelques nations caradéristiques d'un code, nous Erons en mesure de
savoir le nombre d'erreurs qu'il peldétecteret le nombre d'erreurs qu'il peagrriger.

Si g est delaforme g = p" avecp nambre premier et r entier strictement positif (ce qui est le
cas pou notre dude, puisque p = 2), onsait quil existe un corps fini noté GF(q) (GF signifie
Galois Field, champ de Gaois) congtitué de g éléments. Une représentation ce ce orps est
obtenue en considérant les payndmes de degré inférieur ouégal ar -1 et a wefficients dans
le corps finiGF(2) ={0,1} (muni de I'addition modulo 2).

L'ensemble V de tous les mots posshles constitués de n éléments g-aires est un espace
vedoriel sur GF(g). Son cardinal est q" et sa dimension est n. Considérons alors I'ensemble C
des mots code (inclus dans V): Son cardina est g™ (les g™ mots posshbles résultant de la
concaténation de m élémengtsires).
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PRINCIPE DU DECODAGE A DISTANCE MINIMUM

Le principe du ceamdage adistance minimum consiste a &ocier au mot requ y le mot code ¢
le plus "proche" de y en ce sens que y et c différent en un nanbre de rangs le plus petit
possble. Nous allons montrer que cdte stratégie de déandage revient a gpliquer le aitére du
maximum de vraisemblance Suppaons que les mots code soient transmis sur un canal

binaire symétrique de probabilit & d'erreur p Epvecp <%B Cette hypathese est asezgénérale
carellle correspond au modele du canal de transmission a bruit @@dii§ien centré.
Alors § un mot code c¢ et transformé en unmot requ y qu differe de cen | places, on a
P{y/c}=p @-p)"". Le nombre de rangs (1) en lesquels y et ¢ différent est appelé la
distance deHamming et est notéel,, (y,c).

Et P{y/c}=g(l) est une fonction décroissanteldén effet:

g(1) = € PR goitgr (1) = (Lnp)e! P 0P 4 ¢ L”"(—Ln(l— p))e!" VL)

D'ou Signe(d (1)) = Sign€Ln p— Ln(1- p))

Si p<—; alors p<1-p et Lnp<Ln(l-p) dou g¢g()<0

Sdtisfaire le aitére du maximum de vraisemblance e recherchant le mot code c qui rend

I'observation y la plus vraisemblable revient dornc a dtribuer ay le mot code cle plus prés de
y. Le démdage de y consistera donc atrouver le mot code cde telle sorte & ceque z=y+cC

ait le poids (nombre de "1") le plus petit possible.

Ce principe de décodage justifie les notions introduites ci-apres.

On dt quele mde C et linéaire s C est un sous-espacevedoriel de V. Danstout ce qui suit,
on se placera sous cette hypothese.
Le poids d'un vecteuv de V est défini par:

W(v) ={nombre de composantes de v différente8}de

A partir de cette notion, on introduit dstance deHamming entre u et v:

d(u,v) ={nombre déléments gaires de méme rang qui different de ¢ a v
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Une grandeur importante est la distance minimum d'un code
INCORPORER "Equation’
dy, = inf. d(u v)
"Objet de Word15" \* mergeformat  u#v
Remarque:
Dans le cas particulier agji= 2, on ad(u,v) =W(u +V) et
d = ul\l;ltfc W(u+v) = inf W(u)

u#v uz0

Proposition
Soit C un code linédre de distance minimum d,,. Alors les boues fermées centrées sur les

N R : -1
mots code @ derayont sont digointesdeux adeux s t < entgd”‘2

B (ent(x) désigne la partie

entiere de x).

Raisonnors par |'absurde en suppasant quil existe un mot requ y et deux mots code c & C' tels
qued(y,c)<t etd(y,c)<t.

O O
Q
On ad(c,¢)<d(c,y) +d(y,c) <2t
soit sid,, est paie d, =2p t:entEsz_lgz p-1 0 2t=d,-2
[(2p0O_

sid, estimpaiied, =2p+1 t:entDED—p 0 2t=d, -1

On aurait dond(c,c)<d,
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DETECTION ET CORRECTION D'ERREURS

Dans tout ce qui suit on suppasera que le récepteur fonctionne sur le principe du déoodage a
distance minimum.

CAS D'UN CANAL SANS SYMBOLE D'EFFACEMENT

On considere un canal de transmission avec q entrées (correspondant aux g gtéirents
de l'alphabet de référence) et q sorties.

Proposition
Un code linéaire C de distance minimaynpermet de:
- détecter au plugl, -1 erreurs (1)

- corriger au plug = entmmz_ 1% erreurs (2)

Le paint (1) est trivial car, S moinsde d,, erreurs ont &€ cmmises sur un mot code, aors le
mot recu n'est pas un mot code et on sait que des erreurs se sont produites.

Pour le paint (2), on uili selerésultat de lapropasition précélente. Si le mot de @de ¢ énisa
été transformé en le mot requ y comportant au plus t erreurs, aors 'y appartient a la boue
centrée & c & de rayon t, et les boues centrées sur les mots code @ de rayon t étant
digointes, y est plus pres de c que de nimporte quel autre mot code. Par conséquent, le
principe de démdage adistance minimum vatraduire le mot requ y en le mot code cqui avait
effectivement été émis. Donc les erreurs sont corrigées. On dit que le coderestteur.

Remarque

Suppasons que le mot code ¢, ait été énis. Alors on dat se trouver dans I'un ks trois cas
suivants:

- Lemot requ y, est dans laboue centréesur c, et de rayon t. Cela signifie que le nombre
d'erreurs commises est inférieur at. Le mot code dhoisi par le récepteur sera c, et les erreurs

seront toutes corrigées.
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- Le mot requ y, est dans une boue ceitrée sur un mot code c (de rayon t) différent de c;

(cda signifie que le nombre d'erreurs est supérieur at). Le mot code chois par le récepteur
sera c et il y aura systématiquement une erreur.

- Lemot requ y, n'appartient a aucune boue cettréesur un mot code d de rayont (le nombre
d'erreurs est supérieur at). Si ¢, est le mot code situé le plus prés de y, aors le récepteur
choisira ¢, et les erreurs commises (en nanbre supérieur at) seront corrigées. Autrement, S
le mot recuy, n'appartient a aucune boule, il y aura erreur systématique

(voir illustration ci-apres).

ay3 O Yq

OO mot regu -
O mot code

CAS D'UN CANAL AVEC SYMBOLE D'EFFACEMENT

On considére un canal a g entrées et g +1 sorties (dort un symbole d'effacement). Les deux
propasitions qui suivent vont nous montrer comment exploiter I'information appatée par la
détection d'un symbole d'effacement.

Proposition

Un code linédre C de distance minimum d,, peut "remplir’ p effacanents (C'est-a-dire
remplace dans un mot requ les p symboes d'effacanent par les p ééments g-aires
effectivement émis) sp<d,, - 1.

Suppasons que le mot code ¢, ait €té émis et que p symbades aient été transformés en
symboles d'effacement (les autres ymboles constituant ¢, ont été transmis corredement).
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Alors un seul mot code peut étre obtenu a partir du mot requ en remplacant les ymboles
d'effacament par des ymbales g-aires. En effet, Sil en existait deux, alors la distance eitre
ces deux mots code serait inférieure ou égale ap, dorc strictement inférieure ad,,, cequi est

impossble. Donc le seul mot code qui peut étre obtenu en remplissant les yymboles
d'effacement est le mot codg.

Proposition
Un code linédre C de distance minimum d_ peut "remplir* p effacements et corriger t

erreurs si t ep vérifient a la fois:
- p+l<d,

- 2t+p+1l<d,

En supprimant sur tous les mots code les éléments g-aires dort les rangs coincident avec les
rangs des ymboales d'effacement apparaissant dans le mot requ, on oldient un noueau code
de distance minimum d,, avec d,, 2d,, — o (le c& le plus défavorable dant cdui pour lequel

lesrangs des p éléments g-aires "effacés’ sont tous utili sés pour le cdcul de la distance). On

: : _Hd, 10
sait qu'alors un tel code peut corngerterreut§s&n%d > o

Si la condition2t + p+1< d est remplie, alorson2 < d_ -1-p. Maisd, -p<d

- . d . o= .
dorc 2t <d, -1, soit t < ”‘2 . Commet est entier, onatSen%lgetpar conséquent

le code peut corriger t erreurs.
Ainsi, aprés corredion des t erreurs, on oliient un mot code anputé de p symboaes

(remplacés par le symbde d'effacenent). Comme p+1<d,, on sait d'aprés la propasition

précédente que le code peut remplir ces effacements.



codes correcteurs d'erreurs 9

Code parfait

On se donre un code linédre C t corredeur et de distance minimum d,,. La longweur des

mots est n, répartie en m ééments g-aires dinformation et k éléments g-aires de wntréle (on

a doncn =m+K).

On draque le mde C est parfait s et seulement s I'ensemble des boues fermées centrées

sur les mots code @ de rayon t forme une partition ce I'ensemble des mots possbles en
réception. En d'autres termes cela signifie que chaque mot recu est situé dans une des boules

Propriété
Une ondtion récessaire @ suffisante pour qu'uncode linédre C t-corredeur et de distance
minimum d,, soit parfait est que ses parameétres vérifient la relation:

t . .
2 Cila-1) =¢’
a

Le nombre de mots possibles en réceptionggstt.e nombre de boules coincide avec le
nombre de mots code sajt .D'autre part, une boule centrée sur un mot code et de rayon t
comporte:

- Le mot code c qui est le centre de la boule.
- n(q-1) mots différant de c par un élémepaire.

- CXq- 1)2 mots différant de ¢ par 2 élémentsires.

- Ci(q-1) mots différant de ¢ par t élémengsires.

t . .
Il'y adorc autotal S C'(g—1)' mots dans une boue. Par conséquent, pour que I'ensemble
n\d
“

des boues forme une partition ¢k I'ensemble des mots possbles, il suffit de vérifier (on sait
t

que les bodes ont digointess deux &  deux) quQ(q—l)qu“,
J:

t . .
soit:Zc; (q-1)' =q"™ =q* (cafd).
£
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Remarque

Pour un code parfait, un mot transmis avecplus det erreurs sra systématiquement restitué de
fagon erronée ca le mot requ appartiendra aune bode dort le centre n'est pas le mot code
effectivement émis.

GENERATION ET DETECTION D'UN CODE

MATRICE GENERATRICE

Soit C un code linédre, c'est-a dire un sous-espace vedoriel de dimenson m de I'espace
vedorid V de dimension n Alors § (g,,0,,...,g,,) €st unebase de C et G lamatrice dort les

colonnes sont les vecteurs de base de C, on peut expliciter les mots code de C:
C={ulV/u=Ga} oua mrrespondaux vedeurs colonnes dort les compaosantes ont les

élémentgy-aires d'information. G est la matrice génératrice.

Exemples: (on se place dans le cas bingFe?)

1.0Onprendh=4 etm=2

M 0
. - (o0 Hiln N
Si on chaisit pou base de C g, = BbH 0, = BbH les mots code u sont obtenus a partir des
00 00
quatre vecteurs a tels que:
@1 0O
[0 10 BXO )
= * 1
u o 0]ty avec(x,y) 0{0,}
[0 OO

On obtient alors le tableau:
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mot a coder] mot code poids
00 0000 0
01 0100 1
10 1000 1
11 1100 2

On déduitd,, =1. Ce code ne permet pas de détecter ni de corriger des erreurs.

M 00
: Eily Ao : :
2. Sion prend pour base degC= E’rlH Q= %LH la matrice G devient:
00 [0
M O M1 0O
c=rt aonuzr BOon optient alors le cod
= ‘otu = * on obtient alors le code:
3 4 {00
0 10 0 10
mot a coder] mot code poids
00 0000 0
01 0111 3
10 1110 3
11 1001 2

La distance minimum est 2, donc le code est 1 détecteur et O correcteur.

Remarque

L e premier code que nous avons construit {000001001000110G est un code systématique.
C'est-a-dire que les mots code sont constitués d'une part des bits dinformation, et d'autre part
des bits de ontréle. Le secnd code {000001111110100F} n'est pas gstématique. Le
caadere systématique d'un code peut étre obtenu en choisissant pou base du code des
vedeurs qui soient tels que la sous-matrice obtenue en prenant les m premiéres lignes de G
est I'identité de dimension m. Ainsi les éléments binaires de mntréle seront disposés a droite

des éléments bhinaires d'information.
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Construction du code de Hamming C(7,4) (cette notation signifie que lalongueur des mots
code est 7 et que le nombre d'éléments binaires d'information est 4).

On se propcse de onstruire un code linédre systématique parfait cgpable de rriger une
erreur et de distance minimumnimum.

Le @de dant 1 corredeur, la distance  minimum doit vérifier

-1 . . .
t:1:ent5um75 0 d,=3 ou d,=4. Comme on sest imposé de casir la plus

petite distanceon prendra d,, = 3. Lalongueur n des mots code est dornc supérieure ou égale a

3.

Le wde édant parfait, on sat que ses paramétres doivent vérifier la relation

2“=C?+Ci(2-1) =n+1. Pour chague valeur de n supérieure ou égale a3, on va rechercher

s'il existe ou non un entier k vérifiagf = n +1,

On obtient ainsi (en se limitant aux deux premiéres solutions trouvées):

n Kk m=n-k
3 1

4

5

6

7 3 4

Construction du code correspondant a la premiere solution C(3, 1).

Comme m = 1, il n'y a que deux mots code, |'un commengant par O, l'autre par 1. Le code
étant linédre, il constitue un espace vedoriel et par conséquent il doit contenir I'élément
neutre pour I'addition qu est le mot 000. En outre la distance minimum étant 3, le second mot
ne peut étre que 111.

Construction du code correspondant a la seconde solution C(7, 4).

Le mde dant systématique, on peut éaire les quatre premieres lignes de la matrice G
puiqu'on sait que cdte sous-matrice de G est l'identité de dimension 4 Ensuite il reste 3
éléments a déterminer pour chacune des 4 colonnes afin d'obtenir la matrice G.
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On sait quidors 2 au moins des trois éléments a déterminer doivent prendre la valeur 1 pou
faire en sorte quil n'y ait pas de vedeurs de base, donc de mots code, qui aient un pads
inférieur strictement atrois, sinonla distance minimum du code ne serait pastrois. De plus, il
faut faire en sorte que les léments gjoutés sur deux colonres diff érentes ne @incident pas,
sinon le mot code obtenu en effeduant la somme des deux vedeurs correspondant a ces
colonres aurait un pads égal a deux, ce qui serait en contradiction avec la valeur 3 de la
distance minimum.

Compte tenu de ces contraintes, on peut choisir pour G la matrice suivante:

0
o0

®

I
HELHES S §H
P O O O Fr O
O Fr OFr OO

D

1 1 od

En effecuant le produt de lamatrice G par les vedeurs colonnes dort les quatre composantes
correspondent aux éléments binaires d'information, on obtient les mots code.

mot a coder mot code poids
0000 0000000 0
0001 0001110 3
0010 0010101 3
0011 0011011 4
0100 0100011 3
0101 0101101 4
0110 0110110 4
0111 0111000 3
1000 1000111 3
1001 1001001 3
1010 1010010 3
1011 1011100 4
1100 1100100 3
1101 1101010 4
1110 1110001 4
1111 1111111 7
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MATRICE DE CONTROLE

On va maintenant introdure une seande matrice, appeléematrice de cntrdle qui, appliquée
au mot regu, permettra de savoir s'il s'agit ou non d'un mot code.

On désigne par K le arps fini congtitué des deux ééments O et 1 et C un code linédare. C
étant un sous-espacevedoriel de dimension m de l'espacevedorid V = K" de dimension n il
pos®de un athogordl que l'on ndera C". La dimenson ¢ ceé orthogoral est
dimV —dimC =n-m. Donc & cesous-espace C" correspond uncode linédre (n,n—m) de
matrice génératrice H (matrice n x (n - m)). On a alors:

c’={vOv/v=Hb ObOK""}

c={unOv/viu=0 OvOC"} (V' désigne le vecteur transposéne

C= {uDV /(Hb)'u=0 ObOK"™™ soit encore:

Cc={uv/b'H'u=0 ObOK"™}

D'otl finalementC = {utv /H'u =0} = Ker{H}.

H' est lamatricede contréle du code C. Pour savoir s unmot u est un mot code, il suffit de
lui appliquer lamatrice H' ; Si le produt H'u est nul, on déduit que u est un mot code, sinon

on sait qu'au moins une erreur a été commise.

Applications

- La matrice de controle d'un code poura &re utili sée pou surveill er la qualité d'ure liaison
en détectant les configurations interdites du code,

- une deuxiéme utili sation peut étre envisagée pour corriger les erreurs en interprétant les
mots recus en des mots code, comme nous l'allons voir ci-aprés.

EXPRESSION DE H EN FONCTION DE G.
Soit C un code linédre dort les mots de longleur n cortiennent m ééments binaires

dinformation (dorc n - m ééments binaires de wntrole). L'orthogoral de C naté C” est
caractérisé par une matrice génératkice
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Sile mde C est systematique, les ééments binaires dinformation figurant au début du mot (a
gauche), alors la matrice génératrigede C a la forme:

_HamD O 4m = Matrice identité de dimension>m

= ave . . :
G 0P O %3 = matrice de dimensiofn- m) xm

La transposée d@ s'écrit dondG" = (I, P")
aved®’ = matrice transposée @ede dimension i (n-m).

On va montrer que la matrid¢ a alors la forme:

|:|_ 1
H= U] P H
Dd(n—m)D

En effetJudJC”, on doit avoiru = H b avecb{0,1}" " et de la méme fagon:

OcOC, c =Ga aveca[{0,1}".

De plus, C et C" éant orthogoraux, on dat vérifier ,cC=0 JulC” et OcOC. Cest-&
dire Ja{0,",0b{0,3" " (Hb).Ga=0, soitb' H' Ga=0.

Il faut donc satisfaireH'G = 0 ou encorés'H =0 .

M 0 0 0 Py Pu - PomO
. . ;0100 pp Pp oo Pomell
Sion notep; le terme général dB, on a:G :Eb 010 B
U
EO 0 0 1 plm pZm pn—mmD
Calculons le produiG™H :
O0-Py —Par o ~Bh-mO
D_p_12 P2 o TPremU
@1 000 p; Py - P Z.ee o .. .. O
[0 1 0 0 p, Py - PomDO D—pl “Bm o ~PoommD
T _ 2 22 n-ma2 m m n-mm
GH‘%) 010 . Exgl o o o =0
® 00 1 pon Pon Pomd 0 1 0 0 g
0O 0 1 0 -
0o 0O O 1 O
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O-pPT H
On a donc vérifié quéd = U |
|jd(n—m) U

NOTION DE SYNDROME

Onavu ques C est un mot code, alors H'c =0. Plus généralement S Yy est un mot req,
c'et-a-dire un éément de {0,1}", on dcfinit le syndrome de y par la quantité s(y)=H"y.
Ainsi, s unmot code c est transformé en le mot requ y tel que y=c+e, cdasignifie que e
comporte des "1" la ou ure ereur a é& mmmise. Le syndrome de y séait dors:
s(y)=s(c+e)=H"(c+e)=H"c+ H'e= H'e. On constate dorc que le syndrome ne dépend
que de l'erreur (maladie) mais pas du mot requ (le patient). Cette propriété va permettre de
diminuer la complexité du décodage a distance minimum.

La procédure de décodage du mot recu y se résume de la maniére suivante;

On calcule le syndrome de s(y)=H'y.

- Si s(y): 0, y est un mot code et on interpréte y en le mot code y.

- Sinon on redherche la séquence z de longweur n de poids minimum telle que

H'z=s(y) eton décodey en=y+z.

CONSTRUCTION DE LA TABLE DE DECODAGE

Le probléme cnsiste atrouver z de poids minimum vérifiant H'z=s(y). Pour ce faire on
utilise une table de décodagenstruite comme suit:

Onlisteles g™ valeurs possbles sdu syndrome é on recherche pou chaaune la séquence
z de longueur n de poids minimum vérifigitz=s.

Le plus smple est de mmence par z=0 pus de faire mrresponde une valeur s aux z de
poids 1, puis aux z de poids 2, .... On sarréte lorsque toutes les valeurs s ont un z
correspondant.

Comme on choisit le mot code c tel que c=y+z, les erreurs corrigées rnt cdles
appardissant dans la table. En conségquence la probabilit é d'erreur liée a cte stratégie de
décodage est la probabilité des séquences d'erreurs qui ne figurent pas dans la table.



codes correcteurs d'erreurs 17

Exemple

On considére le code:

mots d'information mots code
000 000000
001 001110
010 010101
011 011011
100 100011
101 101101
110 110110
111 111000

On noteuu,u, les mots d'information &,a,...a; les mots code.
Onaa =u,a = U,,a = U, dorc le mde et systématique. D'autre part les @ éments binaires

de mntréle sexpriment comme @mbinaisons linédres des ééments binaires d'information:

a,=U,+U;, a =UuU+U, a;=U +U,.Ced nous permet d'eaire la matrice géneratrice G du

code:
Mm o OD
(0 1 0O
G:E'dsﬂfb 0 10
opo to 1 10
U
Lo
1 1 0O
On déduit alors la matrice H:
00 -1 -17 O 1 1
-1 0 -1 b 0 10O D 11100
e O oD
" ey ~1 0 0070 o o =t 5
DOlOD%)lOD (1 1 0 0 0 10
O O O
oo 0 10 m 0 10O
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Pour construire latable de déadage, on dat recenser les valeurs possbles des syndromes. La
matrice H' étant de dimension 3x 6 et les gquences z de dimension 6 x 1, les produits H' z
sont de dimensio x1. Donc il y a2° valeurs possibles des syndromes.

La séquence = (00000Q" a pour syndromé000)’
la séquence = (00000)" a pour syndromé€001)
la séquence = (000010’ a pour syndromé010)’

etc...

Finalement on obtient:

syndromes séquences z
(transposeés) (transposées)
000 000000
001 000001
010 000010
011 100000
100 000100
101 010000
110 001000
111 100100

D'aprés cete table de démdage, on constate que le ade permet de rriger toutes les
configurations de une erreur et une configuration de deux erreurs.

Suppasons gue I'on regoive le mot y = 110111 Le cdcul du syndrome de y défini par
H'z=s(y) condit a la valeur (001)'. La table de décdage permet de déterminer

z=(00000)". Le décodage de y esty +2z=110110Q

Si p est la probabilit é d'erreur du cana binaire symétrique utili s& pour transmettre ces mots

code, alors la probabilité de mauvaise interprétation d'un mot recu est:
1-{@-p) +6p(-p) + p*(1-p)'}



