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Des cartes bien mélangées

Les mathématiciens comprennent de mieux en mieux le mélange des cartes.
Toutefois, malgré des avancées significatives, l'affaire reste délicate.

Jean-Paul DELAHAYE

uand nous faisons un tour

de magie avec des cartes ou

plussimplement avant de les

distribuer, nous les mélan-

geons. Ce faisant, notre but
estd'arriver & un désordre convenable qui
ne favarise aucune distribution et aucun
joueur. Mais qu'est-ce que cela signifie vrai-
ment ? Les mathématigues aident-elles 3
mieux cerner le probléme ?

De nombreuses personnes s'étonnent
quand on leur dit qu'il y a des progrés en
mathématiques. Pour elles, cette science
millénaire est 3 un point de maturité tel
que les découvertes et les nouveautés y
deviennent rares, Surun sujet banal comme
le mélange d'un paguet de cartes, il n'y a,
pensent-elles, certainement plus rien a dire.
C'est totalement faux, Non seulement les
mathématiques n'ont jamais été aussi
actives, mais, méme sur des sujets appa-
remment élémentaires et aussi anciens
que le mélange des cartes, de nouvelles
connaissances sont Elaborées chagque
année. Certaines recherches récentes
répondent enfin aux questions gue tout
joueur se pose sur le désordre du paguet,

Deux grands types de méthodes
conduisent a des guestions et des ma-
thématiques différentes : les mélanges

deterrr

gesp 8

Un mélange déterministe est tel que
quand nous Feffectuons une premiére fois,
puis une seconde en remettant le paguet
dans le méme ordre initial, nous obtenons
exactement le méme résultat. Le hasard
n'intervient pas.
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Les mélanges probabilistes ne donnent
pasle méme ordre des cartes a chague fois,
carils dépendent de facteurs aléatoires et
qui échappent & celui effectuant la mani-
pulation, sauf s'il triche,

Commencons par le plus simple des
mélanges déterministes, quiest lemélange
Faro Out [on dit aussi Pharoon Out, ou Per-
fect Shuffle en anglais).

—On coupe le paquet en deux parties
ayant exactement le méme nombre de
cartes, le dessus A et le dessous B. On les
intercale de fagon & alterner parfaitement
les cartes du paguet A et du paguet B, et
en s'assurant que la carte du dessus du
paquet A reste en premiére position dans
le paguet mélangé [la derniére carte reste
alors aussi en place).

Exemnple:lepaquet(1,2,3,4,5,6,7,8]
estséparéendeux,(1,2,3,4]et[5,6,7,8),
ce qui, aprés lintercalation des deux petits
paquets, donne l'ordre (1,5,2,6,3,7,4,8).
Si, au moment de linsertion, on fait passer
la carte numéro 1 de A en position 2, ce qui
danne (5,1,6,2,7, 3,8 4], le mélange est
nommé Faro In. En opérant trois fois de suite
le Faro Out surun paquet de huit cartes, on
revient lordre initial:[1,2,3,4,5,6,7, 8]~
(1,5,2,6,3,7,4,8]~(1,3,5,7,2,4,6,8)
—-+(1,2,3,4,5,6,7,8).

Les prestidigitateurs connaissent bien
ces mélanges et certains savent les faire
de maniére parfaite plusieurs fois de suite.
g Un petit film [http:/bit ly/pls425 delahaye_
% houston] montre le mathématicien Kevin
E Houston, de MUniversité de Leeds, réaliser
£ huit fois de suite un Foro Out avec un jeude
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52 cartes...ce quile remet en ordre, Pour le
Faro Out,le nambre k de fois qu'il faut opé-
rer le mélange pour revenir & I'ordre initial
dépend dunombren de cartes. ll est donné
parlaliste [n,k]=(2,1),(4,2).(6,4],(8,3),
[10,6),(12,10),(14, 12),(16,4],[18,8],
(20,18),(22,6).(24,11),(26,20),(28, 18],
(30,28),(32,5]),(34,10),(38,12), (38, 36],
[40,12),[42,20], (44, 14),[46,12),(48,23),
[50,21],(52,8).

Vous compléterez ce tableau si vous
le voulez en sachant que si n est pair, le
temps de retour pour le mélange Faro Jut
estle plus petitentierk tel que 2%~ 1 soitun
multiple den— 1.

Quel que soit le nombre de cartes, le
Faro Out opéré de maniére répétitive raméne
toujours 'ordre initial et cette propriété est
vraie pour tout mélange déterministe. En
répétant le méme mélange déterministe,
quel gu'il soit, vous finissez toujours par
retrouver le paquet tel qu'il était avant de
commencer. Cette prapriété résulte de ce
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que I'on sait en théorie des groupes depuis
le XIX® sigcle.

La méthode générale pour calculer le
ternps de retour d'un mélange déterministe
n'estpas compliquée: onrepére lataille des
cycles dumélange (avec huit cartes, pourle
Faoro Qut,la carte 2 passe en pasition 3, puis
en position 5, puis revient en position 2
elle décritun cycle d'ordre 3] eton calcule
le plus petit commun multiple des cycles,

Cependant, ce résultat n'est qu'un point
de départ et une théorie compléte des mé-
langes Faro Out et Foro In n'a été formulée
qu'en 1983 par Persi Diaconis, Ron Graham
etWilliam Kantor, Parmi les propriétés des
mélanges déterministes Foro Out et Faro
In, celle-ci est trés jolie et sert de base a
divers tours de magie. En enchainant les
mélanges Faro Out et Faro In de maniére
appropriée, on déplacera la carte située au-

dessus du paguet pour gu'elle se retrouve
en position n, La méthode est la suivante.
Ondécompose enbase 2 l'entiern— 1. Ainsi,
pour n = 2, n— 1, soit B, s&crit 110. Pour
déplacer la carte du dessus vers la posi-
tion n, on lit les 1 de la décomposition en
base 2 comme des | de In et les 0 comme
des 0 de OQut. Pour 110, la consigne est
donc de faire, dans l'ordre, les opérations
Faro In, Farg In, Faro Out. Vérification :
(1,23.4,56,78]=,,(51627384)=,,
(7,53,1,8,642]%.,,(785634,1.2).
La carte du dessus est passée en position 7.

Le probleme inverse, posé par le Bri-
tannique Alex Elmsley (le découvreur de
cette méthode pour déplacer la carte du
dessus), est restéirrésolu plus de 30ans.
Dans que| ordre faut-il exécuter les Faro Qut
etforoin defagon adéplaceriacarte située
en position n vers le dessus ? La solution
geénérale n'a été donnée qu'en 2007 par
P.Diaconis et R. Graham. Elle estun peutrop
compliquée pour &tre décrite ici... et surtout

Les mélanges Faro Out et Faro In

& mélange de cartes Farp Out (ou
Pharaon) est le mélange détermi- |
nistequiconsisteaintercaler parfaite- |
ment |a moitié supérieure du paquet |
| dans la moitié inférieure en s'arran-
| geant pour que la premiére carte du |
paquet reste |a premiére carte aprés |
le mélange (sl elle passe en second, |
il s'agit du Faro In). Bien que diffi-
cile & réaliser, de nombrewx presti-
figi et quelq ikl
diens réussissent la séparation par-
faite en deux paquets ayant le méme
nombredecartes, suiviedel'insertion
| parfaite des deux moitiés.
Commepourtous|esmélangesol

aroOuty on

finitparraconstituer|'ordre initial du

Frimisscy de Comié

|

| paquet. Pour un jeu de 52 cartes, il
faut opérer huit fois de suite.

Ce mélange a été utilisé pour tri-
cher. Une premiére mention en est
faite dans le livre anonyme Whole
Art and Mystery of Modemn Gaming
pary & Londres en 1726, Aux Etats-
Unis, il est expliqué dans des livres

de tricherie en 1843 & Cincinnati, et puissance de 2, disons 2V, alors k mé-
en 1860 & New York. Uidée d'utiliser langes Faro Out successifs raménent
las mélanges Faro dans des tours de  au paguet initial.

magie est mentionnée en 1919 dans
unouvragede C.T. Jordan. Lemathé-  découvriten 1975 le procédé permet-
maticien Paul Lévy s'y inté . je fairep lacartedud
les années 1940-1950 et dé laposition . Une théorie complite de
que si le nombre de cartes est une ces mélanges a é1é proposée en 1983

-

par Persi Diaconis, Ron Graham etWil-
liam Kantor, mais ce n'est qu'en 2006
que P.Diaconis et R. Graham ont réus-

AlexEimsleyinformaticienalondres, i  trouver, dans le cas général, la sé-

quence de Faro Out et de Faro In per- |

mettant de déplacer la carte en posi-
tion initiale n pour qu'elle aboutisse
sur le dessus du paguet.
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Un casino mauvais joueur !

' B attre les cartes est im- remarquérent la régularité des | casino se défend en prétextant

portant, comme le montre | cartes qui sortaient et, en |'ex- | que le jeu était illégal du fait
I'histoire suivante arrivée en | ploitant, gagnérent 41 fois de | que les cartes n'étaient pas mé-
avril 2012 au casino The Gol-| suie{lmlsmsesailalemhlensﬂr Iaﬂgees. mals |I attague aussi i!
den Nugget a Atlantic City {ville | enc 1 il d
réputée pour ses jeux surlacite | |a salle du jew, voyant ces gains 1 acommis | erreurlnltuale Lavo—
Estdes Etats-Unis), quirisquede | anormauy, se précipitérent. Iis | cat des joueurs avance, lui, I'ar-
perdre 1,5 million de dollars au | soupgonnérent une subtile ar- | gument qu's il n'existe aucune
minibaccara, Le fournisseur de | naque avant de comprendre, un | lof de 'Etat du New Jersey per-
]euxd:m‘hesdumsmo,qulne'peuiald.quﬂnyenavanpas mettant au Golden Nugget de
devaitlivrerquedesjeuxbienmé- | Le casino refusa de payer les | déclarer le jeu nul parce qu'un
langés,commit|‘erreurd' enfour | galns des joueurs qui navaient | | jeu de cartes classé a été utili-

nir qui ne |"étaient pas, Le crou- |
 pierinattentifutilisa,sanss'aper-
cevoir de son erreur, un paquet

| pourtant enfreint aucune régle. | sév.(Voirwwaw.dailymail.co.uk!
Les tribunaw sont maintenant | news/article-2191343/Casi-
chargés de régler I'affaire, les | no-sues-gamblers-won-1-5m-
 parfaitementclassé. Desjoueurs | joueurs réclamant leur di. Le | unshuffled-cards.html.)

CASIND

pour étre pratiquée de téte parun magicien
qui souhaiterait Futiliser pour un tour; elle
constitue donc une méthode théorique de
prestidigitation |

Venons-en aux véritables mélanges
qui, parce qu'ils se fondent sur le hasard,
ne sont pas utilisés par les tricheurs ou
les prestidigitateurs, mais par les joueurs
soucieux d'équité,

Cing ou six mélanges probabilistes dif-
férents sont pratiqués autour des tables
de jeu, sans compter les mélanges par ma-
chine. La méthode de loin la plus courante
est le mélange américain ou mélange en
queue-d'aronde. Il consiste 3 opérer comme
pour le mélange pharaon, mais de maniére
imparfaite... ce qui est plus facile !

Aprés avoir séparé |e paquet en deux
parties Aet Ba peu prés égales, on lesinsére
I'une dans l'autre, Cela produit un nouveau
paguet contenant dans l'ordre : quelques
cartes du début de A, suivies de quelques
cartes du début de B, suivies de quelques
cartes de A [venant aprés celles déja utili-
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sées de A, suivies de quelques cartes deB
[venant aprés celles déja utilisées de B],
etc. Cette méthode de mélange semble trés
bonne, car les nombreux petits paguets
de cartes qui s'intercalent bouleversent
totalement et de maniére imprévisible
I'ordre initial des cartes, et cela méme si
lemélange n'est effectué qu'une seule fois.
Comment allerau-dela de cette impression,
peut-étre illusoire ?

Henri Poincaré a consacré huit sections
de son livre Colcul des probabilités de 1912
au probléme du mélange des cartes. Il y
propose un résultat général cancernant
les mélanges aléatoires et qui s'applique
donc aumélange américain. Foincaré établit
gu'slalongue, ces mélanges désordonnent
vraiment un jeu. Le nombre de fagons
dont on peut ordonner n cartes est égal &
n[n—-1)(n-2)..1, produit notén ! [« fac-
torielle n =). Un jeu est bien battu quand
aucun ordre particulier de cartes n'est plus
probable qu'un autre. Par une méthode qui
anticipe ce que l'on nommera « les chaines

de Markov =, Poincaré démontre que plus
on effectue un mélange probabiliste, plus
la probabilité que le paquet den cartes soit
dans un ordre donné s'approche de 1/n .
Conformeément a lintuition de tout joueur
de cartes, un mélange aléatoire effectué
avec suffisamment d'application produit
exactement ce qu'on attend : un chaix
équitable entre tous les ordres possibles
du paquet de cartes.

Malheureusernent, Poincaré nindique rien
sur la vitesse avec laquelle les probabilités
des différents ordres s'approchent de 1/n |;
ses travaux ne nous informent donc pas surle
nombre de mélanges 3 effectueren pratique
avant de pouvoir s'améter quand on estala
table de jeu. Les mathématiciens francais
Emiile Borel, Jacques Hadamard et Paul Lévy
se sont aussi intéressés aux problémes du
mélange d'un paquet de cartes. Borel, sans
en produire de démonstration, formula ldée
que pour bien mélanger un jeu de 52 cartes,
sept mélanges américains suffisent,

Un modele mathématique
du mélange américain

La théorie mathématique permettant de
prouver rigoureusement cette affirmation
neviendra que progressivement de travaux
plus tardifs que nous allons décrire, Le nom
de Persi Diaconis, cet extraordinaire mathe-
rmaticien américain qui commenca sa vie
commeillusionniste professionnel etla pour-
suivit comme professeur de statistiquesa
I'Université de Stanford, reviendra souvent.
Le premier pas vers I'évaluation pré-
cise dunombre de mélanges & effectuerest
d0 aux Américains Edgar Gilbert et Claude
Shannon quidécrivent en 1955 un modéle
réaliste de ce qui se passe quand on effec-
tue une opération de mélange américain,
lls proposent que le paquet est séparé en
deux paquets [généralement inégaux] de
petp’cantes [p+p'=n] avecla probabilité
C(n,p)/2",0uC(n,p) estle célébre coefficient
dubinéme de Newton, égalan V[p![n—p)!].
Cette hypothése surla probabilité de séparer
un paguet en deux correspond & la densité
dite binomiale (ou «courbe en cloche » ] qui
estconsidérée comme la plus vraisemblable
pour un phénomeéne de cette nature.
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Si par exemple vous séparez en deuxun
iaguet de huit cartes, cette loi binomiale
ndigue que vous aurez la séparation 4-4
lans 27,4 % des cas, la séparation 3-5 {uu
i-3) dans 21,9% de cas, laséparation 2-6 [ou
i-2) dans 10,9 % des cas, la séparation 1-7
ou 7-1) dans 3,1 % des cas, et la séparation
)-8 [ou8-0) dans 0,4 % des cas. Le dernier
[@s est un peu étrange, mais 'exclure ne
thangerait pas grand-chose.

Pour linsertion des deux paquets obte-
ws 'un dans l'autre, le modéle de Gilbert
#tShannon est, 3 nouveau, aussisimple et
1aturel que possible : lorsqu'on intercale
in paguet A de p cartes dans un paquet B
{e p' cartes, la probabilité pour que |a pre-
miére carte du nouveau paquet soitlacarte
u-dessus deAestp/(p+p'], etelle est de
3/[p + p'] que ce soit la carte au-dessus
de B. Laméme idée est reprise quand une
pu plusieurs cartes sont déja déterminées
en téte du nouveau paguet, et qu'il reste 3
Insérer deux paquets devenus plus petits.

Des expériences réalisées par P, Dia-
conis en 1988 ont confirmé que le modéle
de Gilbert et Shannon est satisfaisant et
constitue donc une bonne modélisation
mathématique, un peu idéalisée mais pas

Ensuite, et c'est la clef de tout, les
chercheurs ont montré qu'effectuer un
a-mélange américain suivi d'un b-mé-
lange américain éguivaut a réaliser un
ab-mélange américain. Ce beau résultat
permet d'affirmer que réaliser k fois un
mélange américain habituel c'est-a-dire
un 2-mélange américain] revient a effectuer
un 2%-mélange américain. Grice & cette
vision simplifiée de ce qu'est l'opération de
mélange américain répétéel fois, il devient
possible de connaitre la probabilité exacte
que k mélanges américains consécutifs
produisent un ordre donng, ce gui permet
alors de savoirsif'on s'est assez approché
dumélange idéal, ol chaque ordre possible
aune probabilité 1/n !

Une formule inattendue

Laformule mesurant la qualité du mélange
obtenu aprés una-mélange américain est
remarquable etil estméme étonnant qu'une
formule aussi simple existe pour décrire
Feffet d'une manipulation plutét compliquée.
Voici le résultat et la formule -
La probabilité d'obtenir 'ordre @, par
ple0=(3,8,5 24,6 7 1), aprés

trop, de ce qu'on fait quand on effectue le
mélange américain. Restait & exploiter ce
modéle pour évaluer le nombre de mélanges
Récessaires & une mise en désordre conve-
nable du jeu de cartes.

La solution a été publiée en 1992
par Dave Bayer et P. Diaconis [toujours
lui !]. Elle se fonde sur une élégante idée
mathématique. D'abord, on cansidére une
généralisation du mélange américain et de
son modéle théorigue : au lieu de séparer
le paguet initial en deux, on le sépare en
@ sous-paguets qui sont ensuite insérés
simultanément les uns dans les autres.
Plus précisément, le nouveau paguet est
constitué en prenant les cartes une a une
avec des probabilités proportionnelles aux
nombres de cartes de chaque paquet. Le
modele mathématigue de cette générali-
sation reprend les mémes idées que pour
le mélange américain avec une séparation
en deux. Un tel mélange, qui demanderait
en pratique de disposer de a mains, se
dénomme a-mélange américain.

[ Pour la Science - n” 425 - Mars 2013

un a-mélange américain d'un paquet de
n cartes est: Cla +n —sm(P),n)/a".

Dans cette farmule, C désigne comme
précédemment les coefficients du binome
de Newton etsm([{J] est le nombre de suites
montantes dans la décomposition de D en
suites montantes. Pour notre exemple,
sm(f) vaut 4, car (3,8,5,2,4,6,7, 1) se
décompose en quatre suites montantes :
[3,8),[5).[2, 4.6, 7).[1]).

&1|2|345

Voyons une application de la belle
formule de Bayer et Diaconis. Partant
d'un paquet classé (1,2, 3,4, 5,6, 7, 8)
et opérant un 2-mélange américain trois
fois de suite, ce qui équivaut & un 8-mé-
lange américain [donc o = 8), on obtiendra
l'ordre (3,8,5,2,4,6,7, 1], avec une pro-
babilité C[8 + 8- 4,8)/8%=12 /(84187
=295 % 10°5

Cestassez prochedu 1/8! attendu, égal
32,48 x 1075, L'écart entre la probabilité
d'abtenir(3,8,5,2,4,5, 7, 1] que donnerait
un mélange idéal [1/8!] et celle que donne
le 2-mélange américain effectué trois fois
est de 0,47 « 107°. Bien sdr, une série de
mélanges américains ne sera satisfaisante
quesil'écartentre le 1/n ! attendu et la pro-
babilité d'avoir lordre (] est petiten moyenne
quand { varie, ou mieux, 5i on obtient une
somme assez petite quand on additionne
tous les écarts pourles n ! ordres possibles.

Cettesomme mesure siun mélangearmé-
ricain appliqué k fois est acceptable. Pour
que le maximum possible de cette distance
soit 1 [ce qui estun repére commode], on
calcule la distance d'un mélange américain
aucas idéal (ol tous les ordres sont équi-
probables] encalculant la demi-somme de
tous les écarts possibles. Le tableau de
résultats ci-dessous, calculé par 0. Bayer
et P. Diaconis, indique, pour un paguet de
n cartes et pour une opération de mélange
américain réalisée k fois, la distance obtenue
avec le mélange idéal : quand la distance
est proche de 1, le mélange est mauvais;
plus la distance est petite, meilleur il est.

Lorsque la distance estinférieured 1/10,
lemélange estjugé convenable: enmoyenne,

B ’ B 9 10

25 | 1,000 | 1,000 | 0,998 | 0,775
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,929
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000
1,000 | 1,000 | 1,000 | 1,000

208)
312

0,437
0,597
0,924
1,000
1,000
1,000
1,000

0,014
0,021
0,043
0,078
0,118

0,329
0,565

0,231
0,322
0614
0,893
0,988
1,000
1,000

0.114
0,164
0,334
0,571
0,772
1,000
1,000

0,056
0,084
0,167
0,307
0,454
0,914
0,999

0,028
0,042
0,085
0,153
0,237
0,603
0,883

CE TABLEAU INDIQUE, POUR UN PAQUET DE N CARTES et un mélange américain réalisé k
fois, la distance séparant le résultat obtenu de celui du mélange idéal, ol tous les ordres ont la

méme probabilité 1/n ! d"apparaitre.
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ersi Diaconis méne des tra-

promis, il reprend ses études...

en

Son ami Martin Gardner ex-

Al'age de 14.ans, Il quitte sa fa-
mille pour suivre le prestidigi-
tateur canadien Dai Vernon qui
e forme et fait de lui un magi-
cien professionnel. Il pratique le
métier durant une dizaine d'an-
nées saus le nom de Persi War-
ren. En 1971, comme il se I'était
gt gt e e

autant : il y a en effet n ! ordres possibles
pour un paquet de n cartes [pour 52, cela
donne 8,1 10°7) etil faut donc ruser pour
calculerla demi-somme de tous les écarts,
qui mesure la qualité d'un mélange.
Lindustrie du jeu n'a pas été indif-
férente a ces résultats. Aujourd’hui, par

vauxderecherchemathéma- | ety réussit assez bien, puisqu'il | pliquait que P. Diaconis jouait |
tique aussi bien au sujetdes mé- | soutient une thése & I'Universi- | au poker pour payer ses études.
langes déterministes qu'au su- | té Harvard en 1974, Il précisait malicieusement gue
| jet des mélanges aléatoires de P. Diacanis avait une formidable
- cartes.||s'estaussiintéressé ala techni L deal
physique du pile ou face. Ses ré- et le « bottom deal », qui per-
sultats ont fait progresser consi- mettent, quand on distribue les
dérablementnos connaissances cartes,dedonnerladeuxiémeou
sur les mélanges de cartes. |a dernigre carte du paguet au
Sonparcoursprofessionnelest lieu de la premiére. P, Diaconis,
assezsingulier, | éstné en 1945, aujourd’huiprofesseurdestatis-

tiquesal'Université deStanford,
vient de publier avec Ron Gra-
hamunlivre remarquable surles
idées mathématigues utiles en
prestidigitation(Magical Mathe-
matics. The Mathematical ideas
thatAnimate Great Magic Tricks,
PrincetonUniversityPress, 2011},

=

la probabilité de chague ordre possible est
3 10% prés celle que donnerait un mélange
idéal obtenu aprés une infinité d'opérations
de mélange. Pour un jeu de 52 cartes, on
retrouve ce que pensait Borel: sept ou huit
mélanges américains sont satisfaisants,
La courbe ci-contre indique ce que donne
un o-mélange américain pour un jeu de
52 cartes. Les valeurs de o retenues sont
les puissances de 2 qui correspondent &
un mélange américain usuel effectué une
fois, deux fais, trois fois, etc.

La courbe montre clairement un «seuil
de bon mélange = : faire le mélange une
fois, deux fois, trois fois, quatre fois, cing
fois est insuffisant. A partir de six fois, le
mélange devient acceptable, mais ce n'est
qu'au-dela de dix fois [poura=2'0= 1024)
que 'on sera vraiment proche de 0.

Des études complémentaires menées
depuis l'article de 1992 et la prise en
considération de calculs fondés sur des
distances plus exigeantes indiquent que si
sept mélanges ameéricains sont convenables
pour 52 cartes, il faut plutét en faire une
douzaine pour se prémunir contre toute
triche ou toute mauvaise surprise. Signa-
lons que la magnifique farmule donnée plus
haut ne rend pas les calculs faciles pour
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Distance

2 4 8

a
16 32 B4 128 256 512 1024

LA DISTANCE entre le résultat d'un a-mélange
américain et celui d'un mélange idéal, pour un
jeu de 52 cartes et différentes valeurs dea.

ple, certaines machines a battre les
cartes sont programmées poureffectuerles
sept mélanges américains conseillés. Les
compétences de P. Diaconis sont d'ailleurs
appréciées parlesingénieurs quicongoivent
des machines  battre les cartes.

Batteuses de cartes
sur le banc d’essai

Une entreprise souhaitant commercialiser
une telle machine fondée sur un principe
différent du mélange américain s'est
ainsi adressée a lui pour quiil prouve que
la machine produisait de bons méfanges.
La machine répartissait les cartes sur dix
étagéresinternes en plagant les cartes une
3une aléatoirement surles étagéres eten
glissant chague nouvelle carte au hasard
s0us ou surle paguet déja présent. Ala fin
de cette distribution sur les dix étagéres
internes, la machine regroupait les dix
paquets constitués en utilisant encore un
ordre aléatoire pour les empiler. Le hasard
utilisé par cette machine pour chacune de
ces opérations étaitun hasard numérigue
tiré d'un générateur pseudo-aléatoire.

L'étude du dispositif par I'dquipe de
P. Diaconis fut une déception pour les
industriels. En effet, les conclusions mathé-
matiques sont les suivantes. a La phase
finale du mélange des dix paguets posés
sur les étagéres est inutile et la machine
est donc inutilement compliquée. b] Une
seule application du mélange effectué par
lamachine estinsuffisante et rend possible
certaines triches.c] En opérant deux foisle
mélange effectué parla machine, onarrive a
unrésultat satisfaisant. La conclusionc] ne
convenait pas auxingénieurs qui, pouraccé-
Iérer le rythme des jeux, voulaient mettre
au point la premiére machine capable de
faire un bon mélange en une seule fois.

Récemment, quatre nouveaux types
de questions ont été envisagés.
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(1] Autres mélanges. Toutes sortes de
mélanges aléatoires autres que le mélange
américain ont été étudiés. On s'est par
exempleintéresséau mélangetop-to-random
consistant & répéter l'opération suivante;
on prend la carte du dessus du paquet et
on la glisse auhasard dans le reste. Pource
mélange aléatoire, Lerna Pehlivan a montré
en 2010 que l'opération devait &tre répétée
environ 4n log, [n] fois sionvoulait atteindre
un désordre de niveau convenable.

(2] Cartes répétées. Dans certains jeux,
telle black-jack pratiqué dans les casinos,
seuleimporte la hauteur des cartes, et donc
tous lesas, outous lesrois, sont équivalents.
Ce qui compte pour un mélange est donc
non pas d'obtenir un paguet de n cartes
fuelconques, mais un paguet de cartes dont
les hauteurs sont quelcongues. Cela revient
4 étudier des paquets de cartes avec répéti-
tions [chaque carte étant répétée quatre fois
parexemple). Bien sir, les cartes répétées
facilitent les bans mélanges.

Due devient la régle des 7 [ou 12) mé-

langes américaing pourun paguet avec répé-
titions de 52 cartes ? En 2006, Mark Canger
et Divakar) hont étudié le probléme:
pour 52 cartes dont seules les hauteurs ont
de fimpartance, ils concluent qu'en opérant
cing foisle mélange américain, on aura une
assurance de bon mélange comparable &
celle donnée par sept mélanges dans le cas
ol hauteurs et couleurs comptent, Pourun
niveau d'exigence fort, les 12 mélanges
américaing nécessaires pour un paquet
de 52 cartes quelconques deviennent 9.

(3] Ordre des cartes dans une main. Un
autre paint longtemps négligé est mainte-
nant assez bien maitrise. Quand le jeu est
distribué, chague joueur ramasse ses cartes
et, pour la plupart des jeux, 'ordre des cartes
d'un joueurn’a pas d'importance. Seul leur
ensemble [sans ordre) détermine sila main
dujoueurest bonne ou mauvaise. Dailleurs,
un joueur est autarise a reclasser ses cartes
d nain [sauf pourcertains jeux, comme
la bataille]. Ce qui importe vraiment pour
qu'un mélange soit satisfaisant n'est donc
pasquele paguet de cartes avant d'étre dis-
tribué soit dans f'un desn ! ordres possibles
avecune probabilité équivalente pourchague
ordre, mais qu'une fois les cartes distribuges,
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les quatre ensembles de 13 cartes [pourle
jeu de bridge) soient comme si, au départ,
le paquet était bien mélangé. On peut éco-
nomiser deux mélanges américains grace a
cette remarque. Aussi, le nombre nécessaire
d'applications dumélange américain pour
que le paguet soit dans un &tat satisfaisant
pourdes joueurs de bridge est inférieura?,
pourFexigence faible, etinférieura 12 pour
l'exigence forte.

[4) Méthode de distribution. Un dernier
paoint estladistribution d'un paquet mélange.
Laméthode habituelle consiste adonner les
cartes une a une, Cette opération diminue
le risque d'une distribution inéquitable et
rend latricherie plus difficile. La distribution
qui consisterait 3 donner les 13 premiéres
cartes au premier joueur, les 13 suivantesau
deuxieme, etc., Serait pourtant aussi bonne
sif'on était certain que le jeu est mélangé de
maniére idéale. 5is estle nombre de cartes
distribuées & chaque joueur, Martan Baldzs
et David 5zabd ont démontré récemment
qu'utiliser la distribution cyclique [plutat
que la distribution : s cartes au premier
joueur, 5 cartes au deuxiéme, eic.] équi-
vaut approximativementa effectuerlog, (s
mélanges américains.

Quatre mélanges
américains au bridge

Dans le cas du jeu de bricdge, les sept mé-
langes américains nécessaires aun désordre
convenable pour les 52 cartes se réduisent
donc & quatre. Deux mélanges sont éco-
nornisés du fait de la prise en compte du
point 3] [l'ordre des cartes d'une main est
sansimporta nce) et un autre au moins du
fait du mode de distribution cyclique, Les
12 mélanges nécessaires pourun désordre
seréduisent

donnantur p
de méme a 9 ou mains.

Depuis plus d'un siécle gue 'on cherche
acomprendre comment il faut 'y prendre
pourmélanger et distribuer les cartes avant
de faire une partie de bridge, de poker ou
de belote, on a percé quelques mustéres
et élaboré de beaux résultats. Mais soyons
certains que d'autres pépites sont restées
cachées et attendent gue I'ceil puissant du
théaricien les découvre. L
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